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Abstrak

Penelitian ini bertujuan untuk menganalisis model matematis sistem predator prey dengan dua predator
dan mengetahui jenis bifurkasi sistem tersebut dengan perubahan laju kematian kedua jenis predator. Model
predator prey dengan dua predator memiliki lima titik ekuilibrium yang keberadaan tiga di antaranya
bergantung pada laju kematian kedua jenis predator dan titik ekuilibrium yang lain tidak bergantung pada laju
kematian kedua jenis predator. Kestabilan masing-masing titik ekuilibrium ditentukan berdasarkan nilai eigen
masing-masing titik ekuilibrium. Perubahan kestabilan masing-masing titik ekuilibrium dan perubahan
banyaknya titik ekuilibrium sebagai penanda terjadinya bifurkasi. Hasil perhitungan nilai eigen dan analisis
secara numerik menunjukkan terjadinya bifurkasi pada sistem predator prey dengan dua predator saat laju
kematian predator jenis | adalah 0.255 per satuan waktu dan laju kematian predator jenis 1l adalah 0.85 per
satuan waktu.

Kata kunci : sistem predator prey, sistem predator prey dengan dua predator, titik ekuilibrium, bifurkasi
Abstract

This research aims to analyze the mathematical model predator prey system with two predators and
knowing the kind of bifurcation of the system with changes in the mortality rate of two kinds of predators.
Predator prey model with two predators has five equilibrium points that the existence of three of them depend
on the mortality rate of two kinds of predators and the other equilibrium points does not depend on the mortality
rate of two kinds of predators. The stability of each equilibrium point is determined by the eigenvalues of each
equilibrium point . Changes stability of each equilibrium point and changes the number of equilibrium points as
a marker of a bifurcation . The results of calculation of eigenvalues and numerical analysis indicate the
occurrence of bifurcation of predator prey system with two predator when the mortality rate of predator type |
is 0.255 per unit of time and the mortality rate of predator type Il is 0.85 per unit time.

Keywords : predator-prey system, predator-prey system with two predators, equilibrium point, bifurcation

PENDAHULUAN tinggi. Namun, tikus juga mempunyai musuh alami

) ) yang yaitu ular jali atau ular koros (Ptyas korros)
Tikus sawah  (Rattus argentiventer) . . ]
) dan burung hantu serak jawa (Tyto alba javanica).
merupakan salah satu spesies hewan pengerat yang L . )
o ) ) Ular jali sering ditemukan di sawah-sawah,
mengganggu aktivitas manusia terutama petani. .
kebun, dan pekarangan, terutama dekat dengan tepi
Menurut Balai Besar Penelitian Tanaman Padi, .
) sungai. Mangsa utamanya adalah hewan pengerat,
tikus sawah merupakan hama utama penyebab .
o ) terutama tikus, sedangkan burung hantu merupakan
kerusakan padi di Indonesia yang dapat . .
) ) hewan nokturnal yang aktif pada malam hari.
menyebabkan kerusakan pada tanaman padi dari . o
] ) ) ) Burung hantu juga merupakan jenis hewan
mulai persemaian sampai panen, bahkan sampai . ]
) ) o ) pemangsa tikus. Salah satu spesies burung hantu
penyimpanan. Hama tikus sangat sulit dikendalikan .
) ) - adalah burung hantu serak jawa (Tyto alba
karena tikus memiliki daya adaptasi, mobilitas, dan ) ) ) o
) javanica) yang mempunyai karakteristik khusus
kemampuan untuk berkembang biak yang sangat
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yaitu mempunyai laju metabolisme yang lebih
tinggi, sehingga membutuhkan banyak makanan.
Tikus, ular jali, dan burung hantu
merupakan tiga spesies yang dapat saling
berinteraksi. Kehadiran burung hantu yang
merupakan musuh alami tikus dan ular jali akan
berpengaruh terhadap keberadaan tikus dan ular jali
karena burung hantu akan memangsa tikus dan ular
jali, sedangkan kehadiran ular jali juga akan
berpengaruh terhadap keberadaan tikus karena ular
jali akan memangsa tikus sehingga setiap spesies
saling memberikan pengaruh. Dengan demikian,
interaksi pada tikus, ular jali, dan burung hantu
dapat dirumuskan ke dalam model predator-prey.
Model predator-prey diperkenalkan oleh
Lotka pada tahun 1925 dan Volterra pada tahun
1926, sehingga model predator-prey sering disebut
juga model Lotka-Volterra (Boyce dan Diprima,
2009:534). Interaksi antara tikus, ular sawah, dan
burung hantu dapat dirumuskan ke dalam model
predator-prey dengan tikus sebagai  prey,
sedangkan ular sawah sebagai predator sekaligus
prey dan burung hantu sebagai predator. Interaksi
antara dua spesies predator dengan prey ini dapat
dirumuskan ke dalam model matematis yang
disebut model matematis sistem predator-prey
dengan dua predator. Model matematis sistem
predator-prey dengan dua predator memiliki
beberapa parameter, sehingga sistem predator-prey
dengan dua predator memiliki kemungkinan
terjadinya perubahan Kkestabilan titik ekuilibrium
(keseimbangan) atau yang sering disebut bifurkasi

apabila parameternya divariasikan.
KAJIAN PUSTAKA

Definisi 1 (Anton, 1995 : 277)
Jika A merupakan matriks yang berukuran n X n,
maka vektor taknol x di dalam R™ dinamakan

vektor eigen dari A jika memenuhi persamaan

Ax = Ax

dengan A adalah suatu skalar (A € R). Skalar A
dinamakan nilai eigen (eigenvalue) dari A dan x
dikatakan vektor eigen (eigenvector) yang
bersesuaian dengan A.

Nilai eigen dari matriks A yang berukuran
n X n diperoleh dari Ax = Ax atau dapat ditulis
sebagai Ax = IAx. Persamaan tersebut secara
ekuivalen dapat ditulis kembali menjadi
(A—Ax=0 (1)

dengan I adalah matriks identitas. Persamaan (1)
mempunyai penyelesaian taktrivial jika dan hanya
jika

A=A =0 (2)
Persamaan (2) dinamakan persamaan karakteristik
dari matriks A.
Definisi 2.6 (Perko, 2001:102)

Titik X € R™ merupakan titik ekuilibrium dari
sistem x = f(x)jika f(x) =0

ANALISIS DAN PEMBAHASAN

A.  Model Predator-Prey dengan Dua Predator
Populasi prey dipengaruhi oleh tingkat
kelahiran, tingkat kematian karena persaingan
dengan sesama jenis, dan tingkat kematian karena
dimangsa oleh predator jenis | maupun predator
jenis Il. Populasi predator jenis | dipengaruhi oleh
oleh tingkat kematian karena tidak adanya prey,
tingkat kematian karena dimangsa oleh predator
jenis I, dan bertambah karena adanya prey.
Populasi predator jenis Il dipengaruhi oleh tingkat
kematian karena tidak adanya prey maupun
predator jenis | dan bertambah karena adanya prey
maupun predator jenis |. Pada model ini populasi

dibagi menjadi tiga kelompok, yaitu satu kelompok



prey dan dua kelompok predator. Model predator- ayq Parameter interaksi | a,; >0
prey dengan dua predator ditulis sebagai berikut. antara predator jenis |
% = X, (F — Gy, — Xy — Gyats) dengan prey per. satuan
waktu. Interaksi yang
% = x,(—my + ay1x; — Ay3X3) 3 dimaksud yaitu predator
dxs jenis | akan memangsa
P TERRE (=my + azyx; + azyx;) prey.
dengan x, adalah populasi prey, x, adalah populasi ays3 Parameter interaksi | a3 >0
predator jenis I, dan x; adalah populasi predator antara predator jenis |
jenis 1l. Diberikan definisi parameter yang dengan predator jenis Il
digunakan pada sistem (3) pada tabel berikut. per satuan waktu.
Tabel 1 Definisi Parameter Interaksi yang dimaksud
Parameter Definisi Syarat yaitu predator jenis |
r Laju kelahiran prey per | r >0 akan dimangsa oleh
satuan waktu. predator jenis II.
my Laju kematian alami | m; >0 as, Parameter interaksi | az; >0
predator jenis | per antara predator jenis Il
satuan waktu. dengan prey per satuan
m, Laju kematian alami | m, >0 waktu. Interaksi yang
predator jenis Il per dimaksud yaitu predator
satuan waktu. jenis Il akan memangsa
aqq Parameter interaksi | a;; >0 prey.
antara  prey  dengan ass, Parameter interaksi | az, >0
sesama  jenisnya  per antara predator jenis Il
satuan waktu. dengan predator jenis |
as, Parameter interaksi | a;; >0 per  satuan  waktu.
antara  prey  dengan Interaksi yang dimaksud
predator jenis | per yaitu predator jenis 1l
satuan waktu. Interaksi akan memangsa predator
yang dimaksud vyaitu jenis 1.
prey akan dimangsa oleh
predator jenis . B. Sistem dengan Dua Parameter Bebas
a3 Parameter interaksi | a;3 > 0 Beberapa parameter pada sistem (3) akan
antara  prey  dengan dibuat bernilai tetap (fixed) sehingga hanya tersisa
predator jenis Il per dua parameter bebas yaitu m,; dan m,. Penentuan
satuan waktu. Interaksi berdasarkan penelitian yang dilakukan olen M.
yang dimaksud yaitu Rafikov, J.M. Balthazar, dan H.F. von Bremen
prey akan dimangsa oleh tentang sistem predator-prey diberikan nilai-nilai
predator jenis Il. parameter pada tabel berikut.




Tabel 2 Nilai parameter pada sistem (3)
(M. Rafikov et al, 2008:560)

Parameter | Nilai Parameter | Nilai
Parameter Parameter
r 0.17 ayq 0.000255
a, 0.00017 ays 0.0017
ai, 0.00017 31 0.00085
a3 0.0017 s, 0.000085

Kemudian akan disubstitusikan nilai parameter-
parameter yang bersesuaian pada sistem (3),

sehingga diperoleh sistem baru sebagai berikut:

dx
d_t1 = x,(0.17 — 0.00017x; — 0.00017x, — 0.0017x3)
dx,
Tk X5 (—my + 0.000255x; — 0.0017x5 ) 4
dxs

— = x3(=m; + 0.00085x; + 0.000085x,)

C.  Titik Ekuilibrium Model Predator-Prey

Berdasarkan Definisi 2, titik ekuilibrium

dx1 de
—_— = = n
5 =0 —-=0 da

dx
=2 =0.
t

diperoleh dari .

Ada beberapa kemungkinan titik ekuilibrium

berdasarkan keadaan populasinya. Dari model (4)

diperoleh lima titik ekuilibrium sebagai berikut.

1. E; =(0,0,0), yaitu keadaan dimana populasi
prey tidak ada, sehingga populasi predator jenis
| dan predator jenis Il akan musnah karena

tidak ada makanan.

—_ mq _ mq .
2. Ep= (0.000255’ 1000 0.000255'0) yaitu

keadaan dimana populasi prey dan predator
jenis | ada, sementara predator jenis Il tidak

ada.
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— my My .
3. E3—(0.00085,0,100 0.0085) yaitu keadaan

dimana populasi prey dan predator jenis Il ada,
sementara predator jenis | tidak ada.

4. E, =(1000,0,0) vyaitu keadaan dimana
populasi prey ada, sementara predator jenis |

dan predator jenis Il tidak ada.

5. Es =

—0.17-mq+2m, 1.7+10m;—-5m, —0.0255—0.9m1+0.3m2)
0.001275 ’  0.001275 ' 0.001275

yaitu keadaan dimana populasi prey, dan
predator jenis I, dan predator jenis Il ada.
D. Analisis Kestabilan Model Predator-Prey
Kestabilan pada setiap titik ekuilibrium akan
diperiksa sebagai berikut.
1. Kestabilan titik ekuilibrium E;
Matriks Jacobian model (4) pada E; adalah

0.17 0 0 ]

Df(Ey) = [ 0o -m 0
0 0 —m,

Selanjutnya akan dicari nilai eigen dari Df (E;)

Berdasarkan persamaan (2) diperoleh

017 -2 0 0
0 _ml_l O =O
0 0 —mz—){

sehingga persamaan karakteristiknya adalah

017 - AD)(m; — ) (—m, — A1) =0
dan diperoleh nilai eigen

A4 =017, 1, =-my, A3 =-m,
Karena r, m;, m, merupakan parameter yang
bernilai positif, maka titik E; tidak stabil karena
A, > 0.
2. Kestabilan titik ekuilibrium E,

Matriks Jacobian model (4) pada E, adalah

2 2 20
—5 M -5 M - M
_ 3 3 3
Df(E2) =|0255 —m, 0 0
0 0 —m, + 3m; + 0.085

Selanjutnya akan dicari nilai eigen dari Df (E;)

Berdasarkan persamaan (2) diperoleh
2 2 20

_§m1_/1 _§m1 _?ml _o
0255—m, -1 0 =
0 0 —my+3my +0.085—1

sehingga persamaan karakteristiknya adalah



2
(_mz + 3m1 + 0.085 - A) <AZ + § m1/1 + 0.17m1

~Sm?) =0

dan diperoleh nilai eigen

2.1 =—-m, + 3m1 + 0.085

2 % (ml)z - 0.68m1
Ayz = _g my t 2

Titik ekuilibrium E, stabil jika semua nilai
eigennya bernilai negatif, sehingga titik ekuilibrium
E, stabil jika —m,+3m;+0.085<0 dan
my < 0.218. Jika m; = 0.255 akan didapatkan
A, =0 dan A; = —0.17, sedangkan jika m; =
0.255 dan m, = 0.85 didapatkan A, = 0, sehingga
dimungkinkan terjadi bifurkasi.

3. Kestabilan titik ekuilibrium E
Matriks Jacobian model (4) pada E5 adalah
Df(E3)

—0.2m, —0.2m, —-2m,
= [ 0 -my +0.1m, —0.17 0 ]
0.085 — 0.1 m, 0.0085 — 0.01 m, 0

Selanjutnya akan dicari nilai eigen dari Df (E3)

Berdasarkan persamaan (2) diperoleh

—0.2 mp, — A —0.2 m, -2 my
0 _m1+0.1m2_0.17_2. 0 =0
0.085—0.1m, 0.0085 — 0.01 m, -1

sehingga persamaan karakteristiknya adalah
(-=m; +0.1m, —0.17 — 1)(A% + 0.2m,A + 0.17m,
—0.2(my)?) =0
dan diperoleh nilai eigen
Ay =—my +0.1m, —0.17

/0.84(m;)? — 0.68m,
2

Titik ekuilibrium E; stabil jika semua nilai

12‘3 = —01m2 +

eigennya bernilai negatif, sehingga titik ekuilibrium
E; stabil jika —m; +0.1m,—0.17 <0 dan
m, < 0.8. Jika m, = 0.85 akan didapatkan 4, = 0
dan 1; = —0.17, sedangkan jika m; = 0.255 dan
m, = 0.85 didapatkan A =0, sehingga
dimungkinkan terjadi bifurkasi.

4. Kestabilan titik ekuilibrium E,

Matriks Jacobian model (4) pada E, adalah

~0.17 ~0.17 —1.7
Df(E,) = [ 0 —my+0.255 0
0 0 —m, + 0.85

Selanjutnya akan dicari nilai eigen dari Df (E,)

Berdasarkan persamaan (2) diperoleh

—017 -2 -0.17 -17
0 —m, +0.255 — 1 0 =0
0 0 —m, +0.85— A

sehingga persamaan karakteristiknya adalah
(—0.17 — A)(—m, + 0.255 — A)(—m, + 0.85—1) = 0
dan diperoleh
A =—0.17
A, = —my + 0.255
A3 = —m, +0.85
Titik ekuilibrium E, stabil jika semua nilai
eigennya bernilai negatif, sehingga titik ekuilibrium
E, stabil jika m; > 0.255 dan m, > 0.85. Jika
my = 0.255 dan m, = 0.85 akan didapat A, =0
dan A3 =0, maka dimungkinkan terjadinya
bifurkasi.
5. Kestabilan titik ekuilibrium Eg

Matriks Jacobian model (4) pada E adalah

A A A
75 7. 0.75
B
Df(Es) =] 0. _
f(Es) =| 0.2B 0 075
02 0
L™ 15

dengan A = —0.17 — m, + 2m,
B =17+ 10m; — 5m,
€ = —0.0255 — 0.9m, + 0.3m,
Nilai eigen diperoleh dari |Df(Es)— AI| =0,

sehingga
oA Y asactse
75" T 7507515
1
T 2254802 — T o myas) AB¢
=0

Persamaan di atas dapat dimisalkan F1=%,

1

F, = 7507505 (22.5AC + BC + 2.25AB), dan



1

F3 = WABC Sehlngga

diperoleh

persamaan karakteristik baru sebagai berikut
_A3 - F]_AZ - le - F3 = 0

Dengan menggunakan kriteria Routh Hurwitz

diperoleh
23 -1 —F,
A2 —F, —F;
Al FiF, — F3 0
_Fl
A0 —F; 0
Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz , titik

ekuilibrium Es jika pada kolom pertama setiap
entrinya bernilai negatif, dengan syarat F, > 0,
F3 >0, F;F,—F;>0. Dengan Kkata lain,
kestabilan sistem pada titik ekuilibrium E5 tidak
dapat ditentukan dengan kriteria Routh-Hurwitz
jika ada entri dari kolom pertama tabel Routh-
Hurwitz yang bernilai nol, sehingga kestabilan
sistem pada titik ekuilibrium E5 dapat ditentukan
dengan kriteria Routh-Hurwitz jika m, # 0.255
dan m, # 0.85.

E. Transformasi Sistem

Untuk melihat kemungkinan terjadinya
bifurkasi pada sistem (4) perlu dilakukan
transformasi  pada  sistem  tersebut  guna
mendapatkan bentuk sistem yang lebih sederhana.
a. Translasi Parameter

Misalkan X =x, — X1, Y =Xy — X3,
Z=X3— X3, g =my—0.255 dan p, =m, —
0.85 dengan x; =1000, x; =0, dan x;=
0 dengan x; = 1000 maka x; = x + 1000
Substitusikan bentuk x, y, z, uy, dan u, ke sistem
(4) sehingga diperoleh sistem baru, yaitu:
x = x(—0.00017x — 0.00017y — 0.0017z) — 0.17(x

+y+102)

y = y(—u, + 0.000255x — 0.0017z2) (5)
7 = z(—p, + 0.00085x — 0.000085y)
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b. Nilai Eigen dan Vektor Eigen Saat Bifurkasi

Matriks Jacobian sistem (5) adalah

Df(x,y,2)
P —0.00017x — 0.17 —0.0017x — 1.7
= [0.000255y Q 0.0017y
0.00085z 0.000085z R
dengan

P =-0.00034x — 0.00017y — 0.0017z — 0.17

Q = —p; +0.000255x — 0.0017z

R = —u, + 0.00085x — 0.000085y

Linearisasi di titik (0,0,0) untuk 4y =0danu, =0
didapat

0 0 0
0 0 0

Sistem (5) dapat ditulis menjadi

x —0.17 -0.17 —-1.77x
Z 0 0 —Uy 1z
[x(—0.00017x — 0.00017y — 0.00172)]

(7)

A1:

—-0.17 —017 -1.7
] (6)

+|  y(—p, +0.000255x — 0.00172)
z(—u, + 0.00085x — 0.000085y)

Selanjutnya akan dicari nilai eigen dari
matriks A,
Nilai eigen diperoleh dari |4, — AI| = 0, sehingga
(=017 -AD)(DH(=D) =0
dan diperoleh 4, = —0.17, 1, = 0,dan 1; = 0.
Vektor eigen yang bersesuaian dengan A, A,, dan

A5 berturut-turut adalah sebagai berikut:

HIHEE

c.  Pendefinisian Variabel Baru
Berdasarkan vektor eigen yang bersesuaian

dengan A4, 1,, dan A5 dibentuk matriks

1 -1 -10
P=!O 1 0]

0 O 1
Invers dari matriks P adalah
1 1 10
p1= [0 1 0 ] (8)
0 0 1

Akan dicari P~1A,P

—-0.17 0 0
] )

P‘1A1P=[ 0 00
0 00



Matriks P dapat didefinisikan

x 1 -1 -10][%
M =0 1 0 [|U
z 0 O 1 1lus

maka diperoleh
X =u; —u; — 10u;

y=1uUp (10)

Z = U3

Persamaan (10) dapat dibentuk menjadi

X1 1 -1 —10][%
yl=lo 1 0 ||u (11)
21 lo o 1 1l

Substitusikan  persamaan (10) dan (11) ke
persamaan (7) menghasilkan
U=PAPU

(uy — uy — 10u3)(—0.00017u,)
1, (—pt, + 0.000255u, — 0.000255u, — 0.00425u,) | (10)
s (=, + 0.00085u; — 0.000935u, — 0.0085u;)

Substitusikan (6) dan (7) ke persamaan (10)
menghasilkan

U] [-017 0 0
lizl = [ 0 0 0] U
Us 0 0 0
a
Uy (—p4 + 0.000255u, — 0.000255u, — 0.00425u;) 11)
s (=4, + 0.00085u, — 0.000935u, — 0.0085u;)

+p1

U=

+

dengan

a = (u; —uy; — 10u3)(—0.00017uy) + uy(—iy
+ 0.000255u, — 0.000255u,
— 0.00425u3) + 10us(—4, + 0.00085u,
— 0.000935u, — 0.0085u3)

d. Persamaan Center Manifold dan Hasil
Transformasi
Kestabilan suatu sistem yang memiliki nilai
eigen dengan bagian real nol tidak dapat ditentukan
melalui sistem hasil linearisasinya. Oleh karena itu,
untuk menentukan kestabilan sistem dengan bagian
real nol digunakan teori center manifold.
Didefinisikan center manifold h sebagai

h =-0.0015x2? — 0.5y% — 0.08xy — 5.882352941x,
— 58.82352941ypu,

Substitusikan persamaan center manifold h ke
persamaan (11) kemudian dimisalkan u, = x dan

us =y sehingga diperoleh

% = x(—py —3.825 x 10~7x2 — 0.0001275y2
—0.0000204xy — 0.0015xp;
— 0.015yp, — 0.000255x
—0.00425y) (12a)
y = y(—pp — 0.000001275x2 — 0.00425y2 — 0.000068xy
—0.005xu;, — 0.05yu, — 0.000935x
—0.0085y) (12b)

e. Potret Fase Hasil Transformasi Sistem

Dengan menggunakan Maple 15,
digambarkan potret fase sistem (12) sebagali
berikut.

x( )

Gambar 3.1 Potret fase pada u; = 0 dan
pz =0
Untuk u; =0 dan u, =0 terdapat satu titik
ekuilibrium yaitu E; (0,0). Pada gambar 3.1 terlihat
bahwa ketika diambil nilai awal di sekitar E; solusi
akan menuju titik ekuilibrium E;(0,0), sehingga
titik E; stabil asimtotik, artinya setiap 1000
predator jenis | terdapat kematian sebanyak 255
dan setiap 1000 predator jenis Il terdapat kematian
sebanyak 850 akan menyebabkan jumlah predator

jenis I dan jenis 1l menuju kepunahan.
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Gambar 3.2 Potret fase pada u; = 0.02 dan
uz =0
Untuk u; >0 dan u, =0 terdapat satu titik
ekuilibrium yaitu E;(0,0). Pada gambar 3.2 terlihat
bahwa ketika diambil nilai awal di sekitar E; solusi
akan menuju titik E;(0,0), sehingga titik E; stabil
asimtotik, artinya setiap 1000 predator jenis |
terdapat kematian sebanyak 275 dan setiap 1000
predator jenis Il terdapat kematian sebanyak 850,
akan menyebabkan jumlah predator jenis | dan

jenis Il akan menuju kepunahan.

e i NI S S
" Pt

Gambar 3.3 Potret fase pada u; = 0.02 dan
u, =0.05
Gambar 3.3 menunjukkan bahwa untuk pq, u, > 0
hanya terdapat satu titik ekuilibrium yaitu E;(0,0).
Titik E;(0,0) stabil asimtotik karena setiap diambil
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nilai awal di sekitar E; solusi akan menuju titik
ekuilibrium, artinya setiap 1000 predator jenis I
terdapat kematian sebanyak 275 dan setiap 1000
predator jenis Il terdapat kematian sebanyak 900
akan menyebabkan jumlah predator jenis | dan

jenis Il menuju kepunahan.
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Gambar 3.4 Potret fase pada u; = 0 dan

Gambar 3.4 menunjukkan bahwa untuk u; = 0 dan

U, > 0 hanya terdapat satu titik ekuilibrium yaitu
E;(0,0). Titik E4(0,0) stabil asimtotik karena setiap
diambil nilai awal di sekitar E; solusi akan menuju
titik ekuilibrium, artinya setiap 1000 predator jenis
| terdapat kematian sebanyak 255 dan setiap 1000
predator jenis Il terdapat kematian sebanyak 870
akan menyebabkan jumlah predator jenis | dan

jenis 1l menuju kepunahan.
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Gambar 3.5 Potret fase pada u; = —0.01 dan
p; = 0.03



Untuk @, <0 dan pu, >0 terdapat dua titik
ekuilibrium yaitu E;(0,0) dan E,(39.21,0). Pada
gambar 3.5 terlihat bahwa ketika diambil nilai awal
dekat dengan titik ekuilibrium solusi akan
mendekati E, dan menjauhi E;, sehingga titik
ekuilibrium E;(0,0) tidak stabil sedangkan titik
ekuilibrium E,(39.21,0) stabil asimtotik. Artinya
setiap 1000 predator jenis | terdapat kematian
sebanyak 245 dan setiap 1000 predator jenis Il
terdapat kematian  sebanyak 880 akan
menyebabkan jumlah jenis Il menuju kepunahan
sedangkan jumlah predator jenis | akan menuju ke

39.21m, dimana m adalah tingkat pertumbuhan

maksimum.
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Gambar 3.6 Potret fase pada u; = —0.025 dan
pz =0
Untuk @, <0 dan u, =0 terdapat dua titik
ekuilibrium yaitu E;(0,0) dan E,(98.04,0). Pada
gambar 3.6 terlihat bahwa ketika diambil nilai awal
dekat dengan titik ekuilibrium solusi akan
mendekati E, dan menjauhi E;, sehingga titik
ekuilibrium E;(0,0) tidak stabil sedangkan titik
ekuilibrium E,(98.04,0) stabil asimtotik. Artinya
setiap 1000 predator jenis | terdapat kematian
sebanyak 230 dan setiap 1000 predator jenis Il
terdapat kematian  sebanyak 850 akan
menyebabkan jumlah predator jenis Il menuju

kepunahan sedangkan jumlah predator jenis | akan
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menuju ke 98.04m, dimana m adalah tingkat

pertumbuhan maksimum.
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Gambar 3.7 Potret fase pada p; = —0.01 dan
Uy = —0.02
Untuk u; <0 dan u, <0 terdapat tiga titik
ekuilibrium yaitu E;(0,0), E,(0,2.35), dan
E3(39.21,0). Pada gambar 3.7 terlihat bahwa ketika
diambil nilai awal dekat dengan titik ekuilibrium
solusi akan mendekati E;, sehingga titik
ekuilibrium E;(0,0) dan E,(0,2.35) tidak stabil
sedangkan titik ekuilibrium E5(39.21,0) stabil
asimtotik. Artinya setiap 1000 predator jenis |
terdapat kematian sebanyak 245 dan setiap 1000
predator jenis Il terdapat kematian sebanyak 830
akan menyebabkan jumlah predator jenis Il menuju
kepunahan, sedangkan jumlah predator jenis | akan
menuju ke 39.21, dimana m adalah tingkat

pertumbuhan maksimum.



Gambar 3.8 Potret fase pada pu; = 0 dan

Untuk p; =0 dan u, <0 terdapat dua titik
ekuilibrium yaitu E;(0,0) dan E,(0,2.35). Pada
gambar 3.8 terlihat bahwa ketika diambil nilai awal
dekat dengan titik ekuilibrium solusi akan
mendekati E, dan menjauhi E;, sehingga titik
ekuilibrium E;(0,0) tidak stabil sedangkan titik
ekuilibrium E,(0,2.35) stabil asimtotik. Artinya
setiap 1000 predator jenis | terdapat kematian
sebanyak 255 dan setiap 1000 predator jenis Il
terdapat kematian  sebanyak 830 akan
menyebabkan jumlah predator jenis | menuju
kepunahan, sedangkan jumlah predator jenis Il
menuju ke 2.35m, dimana m adalah tingkat

pertumbuhan maksimum.
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Gambar 3.9 Potret fase pada p; = 0.01 dan
py = —0.02

Untuk u; <0 dan pu, =0 terdapat dua titik
ekuilibrium yaitu E,(0,0) dan E,(0,2.35). Pada
gambar 3.9 terlihat bahwa ketika diambil nilai awal
dekat dengan titik ekuilibrium solusi akan
mendekati E, dan menjauhi E;, sehingga titik
ekuilibrium E;(0,0) tidak stabil sedangkan titik
ekuilibrium E,(0,2.35) stabil asimtotik. Artinya
setiap 1000 predator jenis | terdapat kematian
sebanyak 255 dan setiap 1000 predator jenis Il
terdapat kematian  sebanyak 830 akan
menyebabkan jumlah predator jenis I menuju
kepunahan, sedangkan jumlah predator jenis Il
menuju ke 2.35m, dimana m adalah tingkat
pertumbuhan maksimum.

Berdasarkan potret fase tersebut di atas,
kemudian diberikan tabel titik ekuilibrium dan
kestabilan masing-masing titik ekuilibrium sistem
(12) sebagai berikut.



Tabel 2 Titik Ekulibrium Sistem (12) dan

Kestabilannya

p2 <0 p2 =0 p2 >0
u <0 | Ada  tiga | Ada dua | Adadua
titik titik titik

ekuilibrium | ekuilibrium | ekuilibrium

yaitu yaitu yaitu
E,(0,0) dan | £1(0:0) E,(0,0)
E,(0,2.35) tidak stabil, | tidak stabil,
tidak stabil, | 93" dan
sedangkan E,(98.04,0) | E;(39.21,0)
E5(39.21,0) stabil stabil

stabil asimtotik asimtotik.
asimtotik.

u; =0 | Ada dua | Ada satu | Ada satu
titik titik titik

ekuilibrium, | ekuilibrium | ekuilibrium

yaitu yang stabil | yang stabil
E;(0,0) asimtotik, asimtotik,
tidak stabil, | yaitu yaitu

dan E;(0,0). E;(0,0).
E,(0,2.35)

stabil.

u, >0 | Ada dua | Ada satu | Ada satu

titik titik titik
ekuilibrium | ekuilibrium | ekuilibrium
E;(0,0) yang stabil | yang stabil
tidak stabil, | asimtotik, asimtotik,
dan yaitu yaitu
E,(0,2.35) | E1(0,0). E;(0,0).
stabil

asimtotik.

Berdasarkan Tabel 2 dan analisis secara
numerik dengan melihat potret fase , bifurkasi yang
terjadi sistem (12) vyaitu adanya perubahan

banyaknya titik ekuilibrium dan perubahan
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kestabilan titik ekuilibrium. Bifurkasi yang terjadi
tidak dapat ditentukan nama bifurkasinya karena
perilaku sistem (12) tidak sama dengan perilaku
sistem yang mengalami bifurkasi saddle-nodes,
transkritikal, pitchfork, maupun bifurkasi hopf.

Bifurkasi saddle-nodes terjadi jika untuk nilai
parameter tertentu sistem tidak mempunyai titik
ekuilibrium sedangkan untuk nilai parameter yang
lain terdapat dua titik ekuilibrium dimana satu titik
ekuilibrium stabil dan titik ekuilibrium yang lain
tidak stabil, sehingga bifurkasi yang terjadi pada
sistem (12) jika salah satu parameternya
divariasikan bukan merupakan bifurkasi saddle-
nodes karena berdasarkan Tabel 2 sistem selalu
memiliki titik ekuilibrium untuk setiap nilai
parameter.

Kemudian bifurkasi transkritikal terjadi jika
terdapat pertukaran kestabilan, yaitu dari titik
ekuilibrium stabil menjadi titik ekuilibrium tidak
stabil dan sebaliknya, sehingga bifurkasi yang
terjadi pada sistem (12) jika salah satu
parameternya divariasikan bukan merupakan
bifurkasi transkritikal karena berdasarkan Tabel 2
tidak terdapat pertukaran kestabilan pada sistem.

Bifurkasi pitchfork dibagi menjadi dua, yaitu:
bifurkasi pitchfork superkritical dan bifurkasi
pitchfork Bifurkasi pitchfork
superkritical terjadi jika satu titik tetap stabil

subkritical.

berubah menjadi dua titik tetap stabil dan satu titik
tetap tak stabil, dan bifurkasi pitchfork subkritical
terjadi jika satu titik tetap stabil dan dua titik tetap
tak-stabil berubah menjadi satu titik tetap tak-stabil.
Dengan kata lain, bifurkasi yang terjadi pada sistem
(12) jika salah satu parameternya divariasikan
bukan merupakan bifurkasi pitchfork karena
berdasarkan Tabel 2 untuk nilai parameter tertentu
sistem memiliki dua titik ekuilibrium tidak stabil

dan satu titik ekuilibrium stabil berubah menjadi



satu titik ekuilibrium stabil dan satu titik
ekuilibrium tidak stabil.

Bifurkasi hopf terjadi jika terdapat orbit
periodik pada strutur orbitnya, sehingga bifurkasi
yang terjadi pada sistem (12) jika salah satu
parameternya divariasikan bukan merupakan
bifurkasi hopf karena berdasarkan potret fase tidak

terdapat orbit periodik.
KESIMPULAN

Berdasarkan analisis dan pembahasan dapat
diambil kesimpulan sebagai berikut.

1. Model matematis predator-prey dengan dua
predator mempunyai lima titik ekuilibrium
dimana keberadaan tiga di antaranya
bergantung pada laju kematian kedua jenis
predator, sedangkan dua titik ekuilibrium yang
lain tidak bergantung pada laju kematian kedua
jenis predator.

2. Bifurkasi yang terjadi pada model matematis
predator-prey dengan dua predator ditandai
adanya perubahan banyaknya titik ekuilibrium
dan perubahan kestabilan titik ekuilibrium,
namun  tidak dapat ditentukan  nama

bifurkasinya.
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